105年度指定科目考試數學甲試題

第壹部分﹕選擇題（單選題﹑多選題及選填題共占76分） 
一﹑單選題（占24分）

說明﹕
第1題至第4題﹐每題有5個選項﹐其中只有一個是正確或最適當的選項﹐請畫記在答案卡之「選擇（填）題答案區」﹒各題答對者﹐得6分﹔答錯﹑未作答或畫記多於一個選項者﹐該題以零分計算﹒
(　　 )1.
請問下列選項中哪一個數值
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【解答】(5)
【詳解】
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因為有兩相異實數解﹐所以判別式大於
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[image: image15.wmf]2

40

aa

->

(
[image: image16.wmf](

)

40

aa

->

﹒
解得
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）﹒故選(5)﹒
(　　 )2.
下列哪一個選項的數值最接近
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【解答】(3)
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【詳解】因為
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觀察右圖﹐斜邊
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與對邊
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六個值的相對位置如下﹕
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1

0

1

(4)

(2)

(3)

(1)

(5)

cos(2.6   )


故選(3)﹒
(　　 )3.
假設三角形
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的三邊長分別為
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﹒請選出和向量
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的內積為最大的選項﹒
(1)
[image: image44.wmf]AC

v

　(2)
[image: image45.wmf]CA

v

　(3)
[image: image46.wmf]BC

v

　(4)
[image: image47.wmf]CB

v

　(5)
[image: image48.wmf]AB

v

﹒

[image: image377.wmf]A

B

F

C

E

O

D

【解答】(4)
【詳解】(1)
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故選(4)﹒
 (　　 )4.
假設
[image: image54.wmf],
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皆為非零實數﹐且坐標平面上二次函數
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與一次函數
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的圖形相切﹒請選出切點所在位置為下列哪一個選項﹒
(1)在
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軸上　(2)在
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軸上　(3)在第一象限　(4)在第四象限
(5)當
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時﹐在第一象限﹔當
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【解答】(1)
【詳解】解
[image: image61.wmf]2

yaxbx

yaxb

ì

=+

í

=+

î

(
[image: image62.wmf](

)

2

0

axbaxb

+--=

﹒
因為兩圖形相切﹐所以判別式等於
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解得
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﹒代回原方程式得
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解得
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﹐即切點為
[image: image71.wmf](

)

1,0

﹒
故選(1)﹒
二﹑多選題（占24分）

說明﹕
第5題至第7題﹐每題有5個選項﹐其中至少有一個是正確的選項﹐請將正確選項畫記在答案卡之「選擇（填）題答案區」﹒各題之選項獨立判定﹐所有選項均答對者﹐得8分﹔答錯1個選項者﹐得4.8分﹔答錯2個選項者﹐得1.6分﹔答錯多於2個選項或所有選項均未作答者﹐該題以零分計算﹒
(　　 )5.
在坐標空間中﹐點
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上距離原點
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(1)向量
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(5)通過原點和點
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【解答】(2)(3)
【詳解】(1)
因為直線
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因此﹐這選項正確﹒
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因為
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距離
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(5)將直線參數式
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因此﹐直線與
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故選(2)(3)﹒
(　　 )6.
坐標平面上一矩形﹐其頂點分別為
[image: image113.wmf](

)

3,2

A

-

﹑
[image: image114.wmf](

)

3,2

B

﹑
[image: image115.wmf](

)

3,2

C

-

﹑
[image: image116.wmf](

)

3,2

D

--

﹒設二階方陣
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為在坐標平面上定義的線性變換﹐可將
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【解答】(2)(3)(5)
【詳解】(1)
因為
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因為
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由(2)﹐得
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﹐即這選項正確﹒


(4)

[image: image147.wmf]3

0

2

det1

2

0

3

M

-

==

﹒


(5)
因為
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故選(2)(3)(5)﹒
 (　　 )7.
在實數線上﹐動點
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【解答】(1)(4)
【詳解】(1)
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(3)
第
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(5)
因為
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故選(1)(4)﹒
三﹑選填題（占28分）

說明﹕
1.第A至D題﹐將答案畫記在答案卡之「選擇（填）題答案區」所標示的列號（8－21）﹒
2.每題完全答對給7分﹐答錯不倒扣﹐未完全答對不給分﹒
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【解答】
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)

1,0,1

v

=-

v

﹑
[image: image215.wmf](

)

,,

wxyz

=

v

為空間中三個向量﹐且向量
[image: image216.wmf]w

v

與向量
[image: image217.wmf]uv

´

vv

平行﹒若行列式
[image: image218.wmf]123

10112

xyz

-=-

﹐則
[image: image219.wmf](

)

,,

w

=

v

﹒

【解答】
[image: image220.wmf](

)

1,2,1

-


【詳解】因為
[image: image221.wmf]w

v

與
[image: image222.wmf](

)

233112

,,2,4,2

011110

uv

æö

´==--

ç÷

--

èø

vv

平行﹐所以可設
[image: image223.wmf](

)

,2,

wttt

=--

v

﹒

[image: image224.wmf]123

10112

2

ttt

-=-

--

(
[image: image225.wmf]02602212

tttt

++-++=-

(
[image: image226.wmf]1212

t

=-

(
[image: image227.wmf]1

t

=-

﹒
故
[image: image228.wmf](

)

1,2,1

w

=-

v

﹒
C.
在所有滿足
[image: image229.wmf]3

zzi

-=-

的複數
[image: image230.wmf]z

中（其中
[image: image231.wmf]z

為
[image: image232.wmf]z

的共軛複數﹐
[image: image233.wmf]1

i

=-

）﹐
[image: image234.wmf]78

iz

+-

的最小值為

[image: image235.wmf]﹒（化成最簡分數）
【解答】
[image: image236.wmf]19

2


【詳解】設
[image: image237.wmf]zxyi

=+

﹐
[image: image238.wmf],

xy

Î

¡

﹐則
[image: image239.wmf]zxyi

=-

﹒
代入
[image: image240.wmf]3

zzi

-=-

﹐得

[image: image241.wmf](

)

(

)

3

xyixyii

+--=-

(
[image: image242.wmf]23

yii

=-

(
[image: image243.wmf]3

2

y

=-

﹒
就幾何意義來說﹕
滿足方程式的點
[image: image244.wmf](

)

Pz

﹐所成的圖形為水平線
[image: image245.wmf]3

2

y

=-

﹒
而
[image: image246.wmf]78

iz

+-

表點
[image: image247.wmf](

)

7,8

與點
[image: image248.wmf](

)

Pz

的距離﹒
故
[image: image249.wmf]78

iz

+-

的最小值為
[image: image250.wmf]319

8

22

æö

--=

ç÷

èø

﹒
D.
一圓盤分成標有數字
[image: image251.wmf]0

﹑
[image: image252.wmf]1

的兩區域﹐且圓盤上有一可轉動的指針﹒已知每次轉動指針後﹐前後兩次指針停在同一區域的機率為
[image: image253.wmf]1

4

﹐而停在不同區域的機率為
[image: image254.wmf]3

4

﹒遊戲規則為連續轉動指針三次﹐計算指針在這三次所停區域的標號數字之和﹒若遊戲前指針的位置停在標號數字為
[image: image255.wmf]1

的區域﹐則此遊戲的期望值為
[image: image256.wmf]﹒（化成最簡分數）
【解答】
[image: image257.wmf]21

16


【詳解】轉動三次的樹狀圖如下（其中(　)內的數字為三次停留標號的數字和）﹕
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令隨機變數
[image: image259.wmf]X

為三次停留標號的數字和﹐則
[image: image260.wmf]X

的機率分布如下﹕



[image: image261.wmf]0123

3927339993211

64646464646464646464

X
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故期望值
[image: image262.wmf](

)

33921121

0123

6464646416

EX
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﹒
第貳部分﹕非選擇題（占24分）

說明﹕
本部分共有二大題﹐答案必須寫在「答案卷」上﹐並於題號欄標明大題號（一﹑二）與子題號（(1)﹑(2)﹑......）﹐同時必須寫出演算過程或理由﹐否則將予扣分甚至零分﹒作答務必使用筆尖較粗之黑色墨水的筆書寫﹐且不得使用鉛筆﹒每一子題配分標於題末﹒
一.
如圖﹐已知圓
[image: image263.wmf]O

與直線
[image: image264.wmf]BC

﹑直線
[image: image265.wmf]AC

﹑直線
[image: image266.wmf]AB

均相切﹐且分別相切於
[image: image267.wmf]D

﹑
[image: image268.wmf]E

﹑
[image: image269.wmf]F

﹒又
[image: image270.wmf]4

BC

=

﹐
[image: image271.wmf]5

AC

=

﹐
[image: image272.wmf]6

AB

=

﹒

(1)
假設
[image: image273.wmf]BFx

=

﹐試利用
[image: image274.wmf]x

分別表示
[image: image275.wmf]BD

﹐
[image: image276.wmf]CD

以及
[image: image277.wmf]AE

﹐並求出
[image: image278.wmf]x

之值﹒（
[image: image279.wmf]4

分）


(2)
若將
[image: image280.wmf]AD

v

表示成
[image: image281.wmf]ABAC

ab

+

vv

﹐則
[image: image282.wmf]a

﹐
[image: image283.wmf]b

之值為何﹖（
[image: image284.wmf]5

分）
【解答】(1)
[image: image285.wmf]3

2

x

=

　(2)
[image: image286.wmf]5

8

a

=

﹐
[image: image287.wmf]3

8

b

=


【詳解】(1)
因為圓外一點的兩切線段等長﹐所以
[image: image288.wmf]BDx

=

﹒因此


[image: image289.wmf]44

CDBDx

=-=-

﹒


[image: image290.wmf](

)

549

AEACCEACCDxx

=+=+=+-=-

﹒

又由
[image: image291.wmf]AEAF

=

﹐得

　　　　
[image: image292.wmf]96

xx

-=+

﹐

解得
[image: image293.wmf]3

2

x

=

﹒


(2)因為
[image: image294.wmf]35

::3:5

22

BDDC

==

﹐所以利用分點公式﹐得
　
[image: image295.wmf]53

88

ADABAC

=+

vvv

﹐
  即
[image: image296.wmf]5

8

a

=

﹐
[image: image297.wmf]3

8

b

=

﹒
二.
設三次實係數多項式
[image: image298.wmf](

)

fx

的最高次項係數為
[image: image299.wmf]a

﹒已知在
[image: image300.wmf]03

x

££

的範圍中﹐
[image: image301.wmf](

)

fx

的最大值
[image: image302.wmf]12

發生在
[image: image303.wmf]0

x

=

﹐
[image: image304.wmf]2

x

=

兩處﹒另一多項式
[image: image305.wmf](

)

Gx

滿足
[image: image306.wmf](

)

00

G

=

﹐以及對任意實數
[image: image307.wmf],

sr

（
[image: image308.wmf]sr

£

）﹐
[image: image309.wmf](

)

(

)

(

)

r

s

ftdtGrGs

=-

ò

恆成立﹐且函數
[image: image310.wmf](

)

yGx

=

在
[image: image311.wmf]1

x

=

處有（相對）極值﹒

(1)
試描繪
[image: image312.wmf](

)

yfx

=

在
[image: image313.wmf]03

x

££

的範圍中可能的圖形﹐在圖上標示
[image: image314.wmf](

)

(

)

0,0

f

﹑
[image: image315.wmf](

)

(

)

2,2

f

﹐並由此說明
[image: image316.wmf]a

為正或負﹒（
[image: image317.wmf]4

分）


(2)
試求方程式
[image: image318.wmf](

)

120

fx

-=

的實數解（如有重根須標示）﹐並利用
[image: image319.wmf](

)

yGx

=

在
[image: image320.wmf]1

x

=

處有極值﹐求
[image: image321.wmf]a

之值﹒（
[image: image322.wmf]5

分）


(3)
在
[image: image323.wmf]02

x

££

的範圍中﹐求
[image: image324.wmf](

)

Gx

之最小值﹒（
[image: image325.wmf]6

分）

【解答】(1)(在
[image: image326.wmf]1

x

=

的附近由負轉正
(在
[image: image327.wmf]1

x

=

的附近由正轉負

　[image: image328.wmf]1

2

3

(2,12)

(0,12)

x

y

O


　[image: image329.wmf]1

2

3

(2,12)

(0,12)

x

y

O



因為兩種圖形的最右方圖形都是下降的﹐所以
[image: image330.wmf]0

a

<

﹒

(2)
[image: image331.wmf]0,2

x

=

（二重根）﹐
[image: image332.wmf]12

a

=-

　(3)
[image: image333.wmf]0


【詳解】(1)
由微積分基本定理﹐得知
[image: image334.wmf](

)

(

)

Gxfx

¢

=

﹒

因為
[image: image335.wmf](

)

Gx

在
[image: image336.wmf]1

x

=

處有極值﹐所以由極值的一階檢定法﹐得知


[image: image337.wmf](

)

(

)

110

Gf

¢

==

且
[image: image338.wmf](

)

(

)

Gxfx

¢

=

在
[image: image339.wmf]1

x

=

的左邊附近及右邊附近異號﹒

又在
[image: image340.wmf]03

x

££

的範圍中﹐在
[image: image341.wmf]0

x

=

﹐
[image: image342.wmf]2

x

=

兩處有最大值
[image: image343.wmf]12

﹒

因此
[image: image344.wmf](

)

yfx

=

在
[image: image345.wmf]03

x

££

的範圍中之圖形有以下兩種可能﹕

(在
[image: image346.wmf]1

x

=

的附近由負轉正
(在
[image: image347.wmf]1

x

=

的附近由正轉負



  [image: image348.wmf]1

2

3
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(0,12)

x

y

O


  [image: image349.wmf]1

2

3

(2,12)

(0,12)

x

y

O




因為兩種圖形的最右方圖形都是下降的﹐所以
[image: image350.wmf]0

a

<

﹒


(2)
由
[image: image351.wmf](

)

yfx

=

的圖形與水平線
[image: image352.wmf]12

y

=

有
[image: image353.wmf](

)

0,12

﹐
[image: image354.wmf](

)

2,12

兩個相異交點（其中
[image: image355.wmf](

)

2,12

為切點）﹐

得知方程式
[image: image356.wmf](

)

120

fx

-=

的實根為
[image: image357.wmf]0,2

x

=

（二重根）﹒

因此﹐得
[image: image358.wmf](

)

(

)

(

)

2

1202

fxaxx

-=--

﹐即
[image: image359.wmf](

)

(

)

2

212

fxaxx

=-+

﹒

因為
[image: image360.wmf](

)

1120

fa

=+=

﹐所以
[image: image361.wmf]12

a

=-

﹒


(3)
[image: image362.wmf](

)

(

)

2

32

1221212484812

fxxxxxx

=--+=-+-+



[image: image363.wmf](

)

(

)

(

)
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1244112131

xxxxxx

=--+-=---+



[image: image364.wmf](

)

3535

121

22

xxx

æöæö

+-

=----

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø

﹐
得
[image: image365.wmf](

)

yfx

=

的正確圖形如右﹒
在
[image: image366.wmf]02

x

££

範圍中﹐因為
[image: image367.wmf](

)

00

G

=

﹐所以

[image: image368.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0

0

x

GxGxGftdt

=-=

ò

﹒
由積分與面積的關係﹐得知
[image: image369.wmf](

)

Gx

最小值只可能發生在
[image: image370.wmf]0

x

=

與
[image: image371.wmf]1

x

=

處﹒又

[image: image372.wmf](

)

(

)

(

)

1

1

432

0

0

131624121

Gftdttttt

==-+-+=

ò

﹐

[image: image373.wmf](

)

00

G

=

﹐
故在
[image: image374.wmf]02

x

££

範圍中﹐
[image: image375.wmf](

)

Gx

最小值為
[image: image376.wmf]0
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