108年度指定科目考試數學甲試題
第壹部分﹕選擇題（單選題﹑多選題及選填題共占76分）
一﹑單選題（占18分）
說明﹕第1題至第3題﹐每題有5個選項﹐其中只有一個是正確或最適當的選項﹐請畫記在答案卡之「選擇（填）題答案區」﹒各題答對者﹐得6分﹔答錯﹑未作答或畫記多於一個選項者﹐該題以零分計算﹒
(
)1.
某公司尾牙舉辦「紅包大放送」活動﹒每位員工擲兩枚均勻銅板一次﹐若出現兩個反面可得獎金400元﹔若出現一正一反可得獎金800元﹔若出現兩個正面可得獎金800元並且獲得再擲一次的機會﹐其獲得獎金規則與前述相同﹐但不再有繼續投擲銅板的機會（也就是說每位員工最多有兩次擲銅板的機會）﹒試問每位參加活動的員工可獲得獎金的期望值為何﹖
(1)850元
(2)875元
(3)900元
(4)925元
(5)950元﹒

【解答】(2)
【詳解】令隨機變數
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為獲得的獎金﹐則
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的可能取值為
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得期望值為
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故選(2)﹒
(
)2.
設
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為正整數﹒第
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個費馬數（Fermat Number）定義為
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﹒試問
[image: image11.wmf]13
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的整數部分以十進位表示時﹐其位數最接近下列哪一個選項﹖（
[image: image12.wmf]log20.3010
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）
(1)120
(2)240
(3)600
(4)900
(5)1200﹒
【解答】(5)
【詳解】因為
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image14.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image16.wmf](
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所以
[image: image19.wmf]13
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的首數約為1232﹐即
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約為1233位數﹒
故選(5)﹒
(
)3.
在一座尖塔的正南方地面某點A﹐測得塔頂的仰角為14°﹔又在此尖塔正東方地面某點B﹐測得塔頂的仰角為
[image: image21.wmf]1830
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﹐且A﹑B兩點距離為65公尺﹒已知當在線段
[image: image22.wmf]AB

上移動時﹐在C點測得塔頂的仰角為最大﹐則C點到塔底的距離最接近下列哪一個選項﹖（
[image: image23.wmf]cot144.01
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[image: image24.wmf]cot18302.99
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）
(1)27公尺
(2)29公尺
(3)31公尺
(4)33公尺
(5)35公尺﹒

【解答】(3)
[image: image1.wmf]X

【詳解】如圖﹐設尖塔的高為
[image: image25.wmf]h

﹒在直角三角形
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中﹐因為

[image: image27.wmf]cot144.014

OAhhh

=°»»

﹐
[image: image28.wmf]cot18302.993

OBhhh

¢

=°»»

﹐
所以由畢氏定理﹐得
[image: image29.wmf](

)

(

)

22

2

4365

hh

+»

﹐
解得
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﹐再得
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﹒
因為離塔底愈近仰角愈大﹐且在C的仰角最大﹐所以
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﹒
又因為
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的面積
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所以
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故選(3)﹒
二﹑多選題（占40分）
說明﹕第4題至第8題﹐每題有5個選項﹐其中至少有一個是正確的選項﹐請將正確選項畫記在答案卡之「選擇（填）題答案區」﹒各題之選項獨立判定﹐所有選項均答對者﹐得8分﹔答錯1個選項者﹐得4.8分﹔答錯2個選項者﹐得1.6分﹔答錯多於2個選項或所有選項均未作答者﹐該題以零分計算﹒
(
)4.
設
[image: image36.wmf]G

為坐標平面上通過
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兩點的圓﹒試選出正確的選項﹒
(1)
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的半徑大於或等於5　(2)當
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的半徑達到最小可能值時﹐
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通過原點　(3)
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與直線
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有交點　(4)
[image: image44.wmf]G

的圓心不可能在第四象限　(5)若
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的圓心在第三象限﹐則
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的半徑大於8﹒
【解答】(2)(5)
【詳解】令
[image: image47.wmf](
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(1)
如圖一﹐
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半徑的最小值為
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(2)
如圖一﹐當
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的半徑達到最小值時﹐
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為直徑﹒因為
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△

為直角三角形﹐所以由直徑的圓周角為直角得知﹐
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通過原點O﹒
(3)
如圖二﹐以
[image: image54.wmf]AB

為弦的圓可能與直線
[image: image55.wmf]26

xy

+=

不相交（圓心在右上方且半徑夠大）﹒
(4)
如圖三﹐因為
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的圓心必落在
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的中垂線
[image: image58.wmf]21
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上﹐且此中垂線通過第四象限﹐所以圓心可能在第四象限﹒
(5)
如圖三﹐因為中垂線
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軸的交點為
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﹐所以若圓心在第三象限﹐則
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的半徑大於
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﹒又因為
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﹐所以此選項正確﹒
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圖一
圖二
圖三
故選(2)(5)﹒
(
)5.
袋中有2顆紅球﹑3顆白球與1顆藍球﹐其大小皆相同﹒今將袋中的球逐次取出﹐每次隨機取出一顆﹐取後不放回﹐直到所有球被取出為止﹒試選出正確的選項﹒
(1)「取出的第一顆為紅球」的機率等於「取出的第二顆為紅球」的機率
(2)「取出的第一顆為紅球」與「取出的第二顆為紅球」兩者為獨立事件
(3)「取出的第一顆為紅球」與「取出的第二顆為白球或藍球」兩者為互斥事件
(4)「取出的第一﹑二顆皆為紅球」的機率等於「取出的第一﹑二顆皆為白球」的機率
(5)「取出的前三顆皆為白球」的機率小於「取出的前三顆球顏色皆相異」的機率﹒
【解答】(1)(5)
【詳解】令
[image: image69.wmf]A

表示取出的第一顆為紅球的事件﹐
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表示取出的第二顆為紅球的事件﹒
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因為
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(3)
令
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表示取出的第二顆為白球或藍球的事件﹒因為
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因為
[image: image86.wmf](

)

3211

==

65420

P

´´

前三皆

白

﹐
[image: image87.wmf](

)

3213

=3!=

65410

P

´´

´

´´

前三皆

異

色

﹐
所以
[image: image88.wmf](

)

<

P

前三皆

白



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image89.wmf](

)

P

前三皆

異

色

﹒
故選(1)(5)﹒
 (
)6.
設
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為兩實數數列﹐且對所有的正整數
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﹐試選出正確的選項﹒
(1)對所有的正整數
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【解答】(3)(4)
【詳解】(1)
錯﹕例如﹐
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錯﹕因為
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對﹕因為
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對﹕根據夾擠定理﹐因為
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錯﹕例如﹐
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故選(3)(4)﹒
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)7.
已知三次實係數多項式函數
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　(4)方程式
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坐標為正﹒
【解答】(2)(3)(5)
【詳解】依題意﹐函數
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圖一
圖二
(1)
錯﹕若是圖一﹐其圖形的最右方下沉﹐則
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對﹕反曲點的坐標為
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若是圖一﹐則
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因此﹐無論圖一或圖二﹐
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對﹕無論圖一或圖二﹐以點
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錯﹕無論圖一或圖二﹐函數
[image: image136.wmf](

)

fx

的圖形與
[image: image137.wmf]x

軸恰交一點且此點非反曲點﹒
因此﹐方程式
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對﹕無論圖一或圖二﹐反曲點的
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故選(2)(3)(5)﹒
 (
)8.
坐標平面上以原點O為圓心的單位圓上三相異點A﹑B﹑C滿足
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【解答】(1)(5)
【詳解】因為
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因為
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因為
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因為
[image: image167.wmf]ABOBOA

=-

vvv

﹐所以

[image: image168.wmf]2222

2

ABOBOAOBOBOAOA

=-=-×+

vvvvvvv




[image: image169.wmf](

)

22

1211cos1801

P

=-´´´°-Ð+




[image: image170.wmf](

)

12cos1

P

=-´-Ð+




[image: image171.wmf]13

121

42

=-´+=

﹐
得
[image: image172.wmf]363

222

AB

==<

v

﹒
(5)
在
[image: image173.wmf]PQR

△

中﹐利用正弦定理﹐得
[image: image174.wmf]34

sinsin

RP

=

ÐÐ



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image175.wmf]3sin4sin

PR

ÞÐ=Ð

﹒
因為
[image: image176.wmf](

)

sinsin180sin

AOBPP

Ð=°-Ð=Ð

﹐
[image: image177.wmf](

)

sinsin180sin

AOCRR

Ð=°-Ð=Ð

﹐
所以
[image: image178.wmf]3sin4sin

AOBAOC

Ð=Ð

﹒
故選(1)(5)﹒
三﹑選填題（占18分）
說明﹕1.第A至C題﹐將答案畫記在答案卡之「選擇（填）題答案區」所標示的列號(9–18)﹒
2.每題完全答對給6分﹐答錯不倒扣﹐未完全答對不給分﹒
A.
在坐標平面上﹐定義一個坐標變換
[image: image179.wmf]11

22

102

123

yx

yx

-

éùéù

éùéù

=+

êúêú

êúêú

-

ëûëû

ëûëû

﹐其中
[image: image180.wmf]1

2

x

x

éù

êú

ëû

代表舊坐標﹐
[image: image181.wmf]1

2

y

y

éù

êú

ëû

代表新坐標﹒若舊坐標為
[image: image182.wmf]r

s

éù

êú

ëû

的點P經此坐標變換得到的新坐標為
[image: image183.wmf]1

2

éù

êú

-

ëû

﹐則
[image: image184.wmf](

)

,

rs

=

______﹒
【解答】
[image: image185.wmf](

)

3,1

-


【詳解】依題意﹐得
[image: image186.wmf]1102

2123

r

s

-

éùéùéùéù

=+

êúêúêúêú

--

ëûëûëûëû

﹒
移項得
[image: image187.wmf]10123

12235

r

s

-

éùéùéùéùéù

=-=

êúêúêúêúêú

---

ëûëûëûëûëû

﹐
因此﹐
[image: image188.wmf]1

103203

1

125115

2

r

s

-

éùéùéùéùéù

==

êúêúêúêúêú

---

ëûëûëûëûëû



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image189.wmf]63

1

21

2

éùéù

==

êúêú

--

ëûëû

﹒
故
[image: image190.wmf](

)

(

)

,3,1

rs

=-

﹒
B.
在坐標平面上﹐
[image: image191.wmf](

)

,

Aar

﹑
[image: image192.wmf](

)

,

Bbs

為函數圖形
[image: image193.wmf]2

log

yx

=

上之兩點﹐其中
[image: image194.wmf]ab

<

﹒已知A﹑B連線的斜率等於2﹐且線段
[image: image195.wmf]AB

的長度為
[image: image196.wmf]5

﹐則
[image: image197.wmf](

)

,

ab

=

______﹒（化成最簡分數）
【解答】
[image: image198.wmf]14

,

33

æö

ç÷

èø


【詳解】因為
[image: image199.wmf],

AB

在
[image: image200.wmf]2

log

yx

=

的圖形上﹐所以
[image: image201.wmf](

)

(

)

22

,log,,log

AaaBbb

﹒
因為直線
[image: image202.wmf]AB

的斜率為2﹐所以

[image: image203.wmf](

)

22

22

loglog

2loglog2

ab

abab

ab

-

=Þ-=-

-

﹒……①
又因為
[image: image204.wmf]5

AB

=

﹐所以

[image: image205.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2222

2222

loglog5loglog5

abababab

-+-=Þ-+-=

﹒……②
將①代入②﹐得
[image: image206.wmf](

)

(

)

(

)

222

451

ababab

-+-=Þ-=

﹐
因為
[image: image207.wmf]ab

<

﹐所以
[image: image208.wmf]1

ab

-=-

﹒……③
將③代入①﹐得
[image: image209.wmf]222

loglog2log2

a

ab

b

-=-Þ=-

﹐
再得
[image: image210.wmf]1

4

a

b

=

﹐即
[image: image211.wmf]4

ba

=

﹒……④
由③④解得
[image: image212.wmf]1

3

a

=

﹐
[image: image213.wmf]4

3

b

=

﹐故
[image: image214.wmf](

)

14

,,

33

ab

æö

=

ç÷

èø

﹒
C.
設
[image: image215.wmf]z

為複數﹒在複數平面上﹐一個正六邊形依順時針方向的連續三個頂點為
[image: image216.wmf]z

﹑0﹑
[image: image217.wmf]523

zi

+-

（其中
[image: image218.wmf]1

i

=-

）﹐則
[image: image219.wmf]z

的實部為______﹒（化成最簡分數）
[image: image314.wmf]A

C

B

O

h

【解答】
[image: image220.wmf]7

2

-


【詳解】設
[image: image221.wmf]zxyi

=+

﹐其中
[image: image222.wmf],

xy

為實數﹒依題意﹐作圖如右﹒
由圖知﹐點
[image: image223.wmf]z

以原點為中心﹐逆時針旋轉
[image: image224.wmf]120

°

﹐得點
[image: image225.wmf]523

zi

+-

﹒
利用複數乘法的幾何意義﹐得
[image: image226.wmf](

)

523cos120sin120

zizi

+-=×°+°

﹐
將
[image: image227.wmf]zxyi

=+

代入﹐得

[image: image228.wmf](

)

(

)

(

)

131331
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222222

xyixyiixyxyi

æöæöæö

++-=+-+=--+-

ç÷ç÷ç÷

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø

﹒
根據複數相等的定義﹐得
[image: image229.wmf]13

5

3310

22

313343

23

22

xxy

xy

xy

yxy

ì

+=--

ï

ì

+=-

ïï

Þ

íí

-=-

ï

ï

î

-=-

ï

î

﹒
解得
[image: image230.wmf]73

,

26

xy

=-=

﹒故
[image: image231.wmf]z

的實部為
[image: image232.wmf]7

2

-

﹒
第貳部分﹕非選擇題（占24分）
說明﹕本部分共有二大題﹐答案必須寫在「答案卷」上﹐並於題號欄標明大題號（一﹑二）與子題號（(1)﹑(2)﹑……）﹐同時必須寫出演算過程或理由﹐否則將予扣分甚至零分﹒作答使用筆尖較粗之黑色墨水的筆書寫﹐且不得使用鉛筆﹒若因字跡潦草﹑未標示題號﹑標錯題號等原因﹐致評閱人員無法清楚辨識﹐其後果由考生自行承擔﹒每一子題配分標於題末﹒
一﹑坐標空間中以O表示原點﹐給定兩向量
[image: image233.wmf](

)

1,2,1

OA

=

v

﹑
[image: image234.wmf](

)

2,0,0

OB

=

v

﹒試回答下列問題﹒
(1)
若
[image: image235.wmf]OP

v

是長度為2的向量﹐且與
[image: image236.wmf]OA

v

之夾角為60°﹐試求向量
[image: image237.wmf]OA

v

與
[image: image238.wmf]OP

v

的內積﹒（2分）
(2)
承(1)﹐已知滿足此條件的所有點P均落在一平面E上﹐試求平面E的方程式﹒（2分）
(3)
若
[image: image239.wmf]OQ

v

是長度為2的向量﹐分別與
[image: image240.wmf]OA

v

﹑
[image: image241.wmf]OB

v

之夾角皆為60°﹐已知滿足此條件的所有點Q均落在一直線L上﹐試求直線L的方向向量﹒（4分）
(4)
承(3)﹐試求出滿足條件的所有Q點之坐標﹒（4分）
【解答】(1)2　(2)
[image: image242.wmf]22

xyz

++=

　(3)
[image: image243.wmf](

)

0,1,2

-

　(4)
[image: image244.wmf]25

1,,

33

æö

-

ç÷

èø

或
[image: image245.wmf](

)

1,2,1

-


【詳解】(1)
因為
[image: image246.wmf](

)

2

22

1212

OA

=++=

v

﹐
所以
[image: image247.wmf]1

cos60222

2

OAOPOAOP

×=´´°=´´=

vvvv

﹒
(2)
設
[image: image248.wmf]P

點的坐標為
[image: image249.wmf](

)

,,

xyz

﹒
因為
[image: image250.wmf](

)

(

)

1,2,1,,2

OAOPxyz

×=×=

vv

﹐所以
[image: image251.wmf]22

xyz

++=

﹐
此即為平面E的方程式﹒
(3)設
[image: image252.wmf]Q

點的坐標為
[image: image253.wmf](

)

,,

xyz

﹒與(1)(2)同理﹐
得
[image: image254.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1,2,1,,2

2222

221

2,0,0,,2

OAOQxyz

xyzxyz
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OBOQxyz

ì

×=×=

ìì

++=++=

ïïï

ÞÞ

ííí

==

ïï

îî

ï

×=×=

î

vv

vv

﹒
此即為直線L的兩面式﹒直線L的一個方向向量為兩平面法向量的外積﹐
即
[image: image255.wmf](

)

(

)

(

)
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2112

1,2,11,0,0,,0,1,2

01
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nn

æö

´=´==-

ç÷

ç÷

èø

vv

﹒
故直線
[image: image256.wmf]L

的方向向量為
[image: image257.wmf](

)

0,1,2

k

-

﹐
[image: image258.wmf]k

為非零實數﹒
(4)
將
[image: image259.wmf]yt

=

代入L的兩面式﹐得
[image: image260.wmf]22

1

xzt

x

ì

+=-

ï

í

=

ï

î

﹐
解得
[image: image261.wmf]1,12

xzt

==-

﹒因此﹐可設
[image: image262.wmf]Q

點的坐標為
[image: image263.wmf](

)

1,,12

tt

-

﹒
因為
[image: image264.wmf]2

OQ

=

v

﹐所以
[image: image265.wmf](

)

2

222

112232220

tttt

++-=Þ--=

﹐
即
[image: image266.wmf](

)

(

)

3220

tt

+-=

﹐解得
[image: image267.wmf]2

3

t

=-

或
[image: image268.wmf]2

﹒故
[image: image269.wmf]Q

點的坐標為
[image: image270.wmf]25

1,,

33

æö

-

ç÷

èø

或
[image: image271.wmf](

)

1,2,1

-


二﹑設
[image: image272.wmf](

)

fx

為實係數多項式函數﹐且
[image: image273.wmf](

)

(

)

432

1

32

x

xfxxxxftdt

=-++

ò

對
[image: image274.wmf]1

x

³

恆成立﹒試回答下列問題﹒
(1)
試求
[image: image275.wmf](

)

1

f

﹒（2分）
(2)
試求
[image: image276.wmf](

)

fx

¢

﹒（4分）
(3)
試求
[image: image277.wmf](

)

fx

﹒（2分）
(4)試證明恰有一個大於1的正實數a滿足
[image: image278.wmf](

)

0

1

a

fxdx

=

ò

﹒（4分）
【解答】(1)2　(2)
[image: image279.wmf]2

1262

xx

-+

　(3)
[image: image280.wmf]32

4321

xxx

-+-

　(4)見詳解
【詳解】(1)
將
[image: image281.wmf]1

x

=

代入原式﹐因為
[image: image282.wmf](

)

1

1

0

ftdt

=

ò

﹐所以
[image: image283.wmf](

)

1132102

f

´=-++=

﹐
解得
[image: image284.wmf](

)

12

f

=

﹒
(2)
將原式兩邊同時對
[image: image285.wmf]x

微分﹐因為
[image: image286.wmf](

)

(

)

(

)

1

x

ftdtfx

¢

=

ò

﹐
所以
[image: image287.wmf](

)

(

)

(

)

32

11262

fxxfxxxxfx

¢

´+=-++


整理得
[image: image288.wmf](

)
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2
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xxx

fxxx

x

-+

¢

==-+

﹒
[image: image315.wmf]0

z

-

120

(3)
由(2)﹐因為
[image: image289.wmf](

)

2

1262

fxxx

¢

=-+

﹐所以
[image: image290.wmf](

)

32

432

fxxxxc

=-++

（
[image: image291.wmf]c

為常數）﹒
又由(1)﹐因為
[image: image292.wmf](

)

12

f

=

﹐所以
[image: image293.wmf](

)

14322

fc

=-++=

﹐解得
[image: image294.wmf]1

c

=-

﹒
故
[image: image295.wmf](

)

32
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fxxxx

=-+-

﹒
(4)因為
[image: image296.wmf](

)

2

12620

fxxx

¢

=-+=

無實數解﹐
所以
[image: image297.wmf](

)

fx

的圖形沒有水平切線﹒
解
[image: image298.wmf](

)

2460

fxx

¢¢

=-=

﹐得
[image: image299.wmf]1

4

x

=

﹐即
[image: image300.wmf]15

,

48

æö

-

ç÷

èø

為圖形的反曲點﹒
將
[image: image301.wmf](

)

fx

的圖形描繪如右﹒由定積分的幾何意義﹐
得知
[image: image302.wmf](

)

2

0

a

fxdxR

=

ò

的面積
[image: image303.wmf]1

R

-

的面積
其中
[image: image304.wmf]1

R

的面積是定值﹐
[image: image305.wmf]2

R

的面積隨
[image: image306.wmf]a

增大而增大﹒
因為
[image: image307.wmf]1

a

=

時﹐
[image: image308.wmf](

)
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1
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0

0

0

fxdxxxxx

=-+-=

ò

﹐
所以必恰有一個大於1的正實數
[image: image309.wmf]a

使得
[image: image310.wmf](
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0
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fxdxR

=

ò

的面積
[image: image311.wmf]1

R

-

的面積
[image: image312.wmf]1
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