112年度指定科目考試數學甲試題詳解
第壹部分、選擇（填）題（占76分）
一、單選題（占18分）
	說明：第1題至第3題，每題6分。













(	)1.	坐標平面上，一質點由點出發，沿著向量的方向移動單位長之後剛好抵達軸，其中為正實數。試問值等於下列哪一個選項？
(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
【解答】(4)










[image: ]【詳解】作簡圖，
由題意知
即
所以
又
	（取正）
故選(4)。
















 (	)2.	放射性物質的半衰期定義為「每經過時間，該物質的質量會衰退成原來的一半」。鉛製容器中有、兩種放射性物質，其半衰期分別為、。開始記錄時這兩種物質的質量相等，天後測量發現物質的質量為物質的質量的四分之一。根據上述，試問、滿足下列哪一個關係式？
(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
【解答】(2)











【詳解】設兩物質一開始的質量都是
經過天之後，物質的質量
	物質的質量
由題意知，即

所以，即
故選(2)。






 (	)3.	試問極限的值可用下列哪一個定積分表示？
(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
【解答】(3)



【詳解】[image: ]原式
　　
　　
故選(3)。

二、多選題（占40分）
	說明：第4題至第8題，每題8分。


















(	)4.	設為實數。已知四個數皆滿足的不等式，試選出正確的選項。
(1)也滿足的不等式
(2)滿足的不等式
(3)滿足的不等式
(4)可能等於
(5)可能相等
【解答】(1)(2)



【詳解】
	





(1)	○：因為皆滿足不等式，且介於和之間，
　　所以亦滿足不等式。











(2)	○：因為滿足不等式
　　所以且（且）
　　又
　　故滿足不等式。









(3)	╳：承(1)，反例：若且
　　則，
　　所以
　　即，其中不在範圍中。



(4)	╳：承(2)，若，則且（矛盾）。



(5)	╳：承(2)，因為，若相等，（矛盾）。
        故選(1)(2)。













 (	)5.	考慮實係數多項式。已知方程式有虛根（其中），試選出正確的選項。
(1)也是的根
(2)皆為正數
(3)
(4)函數在有局部極小值
(5)圖形反曲點的坐標皆大於
【解答】(1)(3)













【詳解】因為為實係數多項式且為的虛根
        所以亦為的另一虛根
        所以
	
        由長除法得
        ，得
        ，得
        且


(1)	○：是的另一根。

(2)	╳：。








 (
極小值
) (
極
大
值
) (
極小值
)(3)	○：
　　
	
	
　　若或時，
　　故。






(4)	╳：承(3)，，又
　　因為且，所以在有局部極大值。






(5)	╳：承(4)，令，故
　　即的兩個反曲點中，有一點的坐標小於。
        故選(1)(3)。





















 (	)6.	設皆為實數，已知坐標空間中三個非零向量、及滿足內積。考慮三階方陣，試選出正確的選項。
(1)若，則行列式
(2)若，則行列式
(3)若存在一個向量滿足且外積，則行列式
(4)若對任意三個實數，向量都可以表示成的線性組合，則
	行列式
(5)若行列式，則的行列式不等於
【解答】(1)(4)(5)





【詳解】因為且，所以且
        即。








(1)	○：若（表示）
　　因為與都在平面上，且表兩向量所決定的平行四邊形
　　面積，所以。




[image: ](2)	╳：因為且，
　　若，則。







(3)	╳：因為，所以與不平行
　　又且，所以
　　則。















(4)	○：若，則
　　又且
　　所以共平面
　　此時不一定能表成的線性組合
　　故當能表成的線性組合時，不平行
　　即
　　註若成立，則若亦成立。





(5)	○：因為，即不平行
　　所以所決定的平行六面體體積。
故選(1)(4)(5)。














 (	)7.	[image: ]有一個依順時針方向依序標示數字的圓形時鐘（如圖所示）。一開始在此時鐘「12」點鐘位置擺設一枚棋子，然後每次投擲一枚均勻銅板，依投擲結果，照以下規則移動這枚棋子的位置：
(I)若出現正面，將棋子從當時位置依順時針方向移動5個鐘點。
(II)若出現反面，將棋子從當時位置依逆時針方向移動5個鐘點。
例如：若投擲銅板三次均為正面，則棋子第一次移動到「5」點鐘位置、第二次移動到「10」點鐘位置，第三次移動到「3」點鐘位置。
對任一正整數，令隨機變數代表依上述規則經過次移動後棋子所在的點鐘位置，代表的機率（其中），且令代表的期望值。試選出正確的選項。
(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
【解答】(1)(4)




【詳解】(1)	○：，，其餘都是
	　　所以。









(2)	╳：。
	正	反	反	正



(3)	╳：（移動次，棋子不可能在點）。




(4)	○：
	8正	2正6反





	　　
	2反6正	8反
　　所以。








(5)	╳：
	8正	7正1反	6正2反	5正3反








		
		4正4反	3正5反	2正6反	1正7反



		
		8反
　　。
故選(1)(4)。


















 (	)8.	複數平面上，設代表複數的共軛複數，且。試選出正確的選項。
(1)若，則
(2)若非零複數滿足，則
(3)若非零複數滿足且令，則
(4)滿足的所有非零複數中，其主輻角的最小可能值為
(5)恰有個相異非零複數滿足
【解答】(2)(3)




【詳解】(1)	╳：，
	　　所以，。






(2)	○：因為（又）
	
　　所以。




(3)	○：因為，且
　　所以
　　。











(4)	╳：令
　　又
	，
　　因為，所以，
　　得，
　　故最小可能主幅角為。


(5)	╳：承(4)，當時，為相異複數。
故選(2)(3)。

三、選填題（占18分）
	說明：第9題至第11題，每題6分。















[image: ]9.	已知平面上直角的三邊長、、。若分別以與為底邊在的外部作頂角等於的等腰三角形與，則
。（化為最簡分數）[image: ][image: ]

【解答】











[image: ][image: ]【詳解】作簡圖，
        中，，故
        同理中，，故
        由餘弦定理，
        其中 
        故所求。








10.	[image: ][image: ]坐標空間中有方向向量為的直線、平面與平面
。則被、所截線段的長度為。（化為最簡分數）

【解答】












[image: ]【詳解】由題意知平面平行 
        作圖如右
        由題意知
        又（令）
        令平面法向量
        則在的正射影長
        所以，
        故。













[image: ]11.	百貨公司舉辦父親節抽牌送獎品活動，規則如下：主辦單位準備編號、、、的牌卡十張，其中編號的牌卡有兩張，其他編號的牌卡均只有一張。從這十張牌隨機抽出四張，且抽出不放回，依抽出順序由左至右排列成一個四位數。若排成的四位數滿足下列任一個條件，就可獲得獎品：
(I)此四位數大於
(II)此四位數含有兩個數字
例如：若抽出四張牌編號依序為、、、，則此四位數為，可獲得獎品。依上述規則，共有個抽出排成的四位數可獲得獎品。
【解答】1554

































【詳解】可獲獎的情形：
(I)	抽出個，其餘兩個號碼任意：
(II)	只抽出一個：
			
	
			
	
	
			
			
		
	
	
(III)	都沒有：
		
	
			
	
	
故共有（個）。

第貳部分、混合題或非選擇題（占24分）
	說明：本部分共有2題組，選填題每題2分，非選擇題配分標於題末。限在答題卷標示題號的作答區內作答。選填題與「非選擇題作圖部分」使用2B鉛筆作答，更正時，應以橡皮擦擦拭，切勿使用修正液（帶）。非選擇題請由左而右橫式書寫，作答時必須寫出計算過程或理由，否則將酌予扣分。


12-14題為題組







　　設為實數，並設為坐標平面的原點。已知二次函數的圖形與圓皆通過點，並令點為的圓心。根據上述，試回答下列問題。


12.	試求向量與夾角的餘弦值。（非選擇題，2分）



13.	試證明圖形與在點有共同的切線。（非選擇題，4分）


14.	試求圖形上方與下半圓弧所圍區域的面積。（非選擇題，6分）


【解答】，見解析，










































【詳解】12.因為點在上
　　點在上，所以
又
所以半徑，圓心
得，
故（）。
13. 
所以在的切線斜率
又在圓上，過點的切線與垂直，
直線斜率，所以切線斜率
因為切線斜率相等，且過相同點，所以與在點有共同切線。
14.	作圖如右，因為，所以

（取負）（取下半圓弧）
所求
　　
　　（其中，）
[image: ][image: ]15-17題為題組








　　坐標平面上，設為中心在原點且長軸落在軸上的橢圓。已知對原點逆時針旋轉角（其中）的線性變換將變換到新橢圓，點為上離原點最遠的兩點之一。根據上述，試回答下列問題。


15.	橢圓的長軸長為。（化[image: ][image: ]為最簡根式）（選填題，2分）

16.	試求短軸所在的直線方程式與短軸長。（非選擇題，4分）








17.	已知在上的一點經由此旋轉後得到的點落在軸上，且點的坐標大於。
試求點的坐標。（非選擇題，6分）




【解答】，；短軸長，




[image: ]【詳解】15.	橢圓旋轉後不改變圖形的大小
          所以長軸長。
        16.	(1)由題意知，長軸方程式的斜率為
	所以短軸斜率（長、短軸互相垂直）
	故方程式為（過原點）




























[bookmark: _GoBack]           (2)承15，令
    
    所以
    即
    所以，代入
    得
    
    比較係數，當時，
    （合）
    故短軸長。
17.承16，，令
  又，其中
  所以
  　　代入中
  將代入中
  得（取正）
  故，即。
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